Quarto homework by Ritelli, Daniele
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Consegna 7 gennaio 2014
1. Provare che la misura di Lebesgue dell’insieme A = {(x, y) ∈ R2 | x2/5 + y2/5 ≤ 1} e` 15
128
pi
2. Si consideri la serie ∞∑
n=0
2nB(n+ 1, n+ 1) =
∞∑
n=0
2n
∫ 1
0
xn(1− x)ndx (∗)
Verificata la legittimita` del passaggio al limite sotto il segno di integrale, si usi (∗) per dimostrare
che ∞∑
n=0
2n(n!)2
(2n+ 1)(2n)!
=
pi
2
3. Usando il teorema di derivazione sotto il segno di integrale, assumendo che
∫ ∞
−∞
e−x
2
dx =
√
pi si
dimostri che per ogni x ∈ R ∫ ∞
−∞
e−u
2
cos (xu)du =
√
pi e−x
2/4
4. Assumendo che
∫ ∞
0
e−x
2
dx =
√
pi
2
dimostrare, integrando per parti, che
∫ ∞
0
x2e−x
2
dx =
√
pi
4
5. Sia a > 0 e b2 − 4ac < 0. Usando la relazione di completamento del quadrato:
ax2 + bx+ c = a
(
x+
b
2a
)2
+ c− b
2
4a
e ricordato il valore dell’integrale di Gauss, dimostrare che∫ ∞
−∞
e−(ax
2+bx+c)dx =
√
pi
a
e−(c−
b2
4a )
6. Per x > 0 definiamo F (x) =
∫ ∞
0
e−u
2− x2
u2 du. Dopo aver verificato la legittimita` della derivazione
sotto al segno di integrale si verifichi, usando il cambio di variabili u =
x
y
in cui u e` la vecchia
variabile di integrazione e y la nuova, che F (x) risolve l’equazione differenziale
F ′(x) = −2F (x) (∗)
Infine si integri (∗) sfruttando il fatto che
F (0) =
∫ ∞
0
e−u
2
du =
√
pi
2
e si dimostri che
F (x) =
√
pi
2e2x
7. Calcolare
∫ ∞
0
dx√
1 + x4
e
∫ ∞
0
dx
1 + x3
usando le funzioni euleriane
8. Calcolare, se a > 0 la trasformata di Fourier fˆ(s) di
f(t) =
{
1 |x| < a
0 |x| > a
9. Calcolare la trasformata di Fourier fˆ(s) di
f(t) =
{
1− x2 |x| < 1
0 |x| > 1
10. Calcolare la trasformata di Fourier fˆ(s) di f(t) = e−2|t|
1
11. Risolvere il problema di Cauchy per l’equazione parabolica{
ut = uxx + ux + u x ∈ R, t > 0
u(x, 0) = x x ∈ R
12. Se X e Y sono indipendenti e distribuite secondo la densita` esponenziale di parametro λ definita
da
fX(x) =

1
λ
e−x/λ se x ≥ 0
0 se x < 0
(a) dimostrare che la densita` del loro quoziente Z = X/Y e`
fZ(z) =

1
(1 + z)2
z > 0
0 z < 0
(b) dimostrare che la densita` della loro somma Z = X + Y e`
fZ(z) =
1
λ2
ze−
z
λ
2
